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Espaces vectoriels

1 Espaces vectoriels

1.1 Définition et structure

Définition 14.1 (Espace vectoriel)

Soit E un ensemble muni d'une L.c.i. + et d’'une loi (de composition) externe notée

«:KXxE—E
(A,x) = Aex

On dit que (E,+,+) est un K-espace-vectoriel si :

1. (E,+) estun groupe abélien

2. Pourtousx,y € E etpourtous A, i € K,ona:
EV. (A+pu)ex=Ax+U-x EV3. A-(uex)=(Ap)-x
EV2. A+(x+y)=A-x+A-y EV4. 1.x=x

Les éléments de E sont appelés vecteurs. Les éléments de K sont appelés scalaires.

On omet souvent de préciser les lois + et - ainsi que le corps K : on pourra ainsi écrire que E est un espace
vectoriel. En abrégé, cela donne “E est un K-e.v.” ou encore “E est un e.v.”.

Remarque. Un espace vectoriel E n’est jamais vide car, en tant que groupe pour +, il contient un élément neutre
qu’'on note en général O et qu’on appelle le vecteur nul.

Proposition 14.2 (Calcul avec Ok, Oz dans un e.v.)

Soitx € E et A € K. Alors
o Og-x=0g
o A-0p =0g
e Aex=0 =— A=0g ou x=0g

Démonstration.

e ParEV1l,ona

Ogex= (OK+OK) X
— O +x+ O +x

et donc en ajoutant —Ok - x des deux cotés, on trouve O = O *x.
e On montre le second point de la méme maniére en calculant A « (Og + 0Og) et avec EV2.

e Enfin, si A -x = Og, supposons par I'absurde que A # Ok et x # Og. Alors A admet un inverse A !, et par
EV3 et EV4,
x=lgx=A""AN)ex=2"1Aex) =271 0z =0p
ot la derniéere égalité est justifiée par le second point. Ainsi, Og # x = Og. Contradiction. D’ot1 le résultat.

O
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Proposition 14.3 (Calcul avec “—” dans un e.v.)

Soitx,y € EetA,a, B € K. Alors
e (—A):x=A+(—x)=—(A-x) etenparticulier (—lg)-x=—x
o (a—P)x=0-x—P-x
e Ae(x—y)=Ax—A-y

Bien souvent, on notera 0 pour signifier le vecteur nul Og et le scalaire nul Ok (le contexte permettant souvent
d’éviter toute ambiguité). De plus, on omettra la loi - et on notera seulement Ax au lieu de A «x.

1.2 Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels

On pourra utiliser sans démonstration que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels. Par souci de
concision, on n'introduira pas toutes les variables utilisées, le contexte et la notation permettant de s’y retrouver.

o KN est un K-e.v. muni des lois usuelles
(Un) + (va) := (ttn +vn)
A« (up) := (Auy)
o KX est un K-e.v. muni des lois usuelles
frg:x—=flx)+g(x)
Afix—Af(x)
e Pourtousn,p € N*, M, ,(K) est un K-e.v. muni des lois usuelles :
A+ B = (aij+bij)
AA = (Aa;j)

e K[X] est un K-e.v. muni des lois usuelles :
n m max (m,n)
Z aka + Z kak = Z (ak—}—bk)Xk
k=0 k=0 k=0
n n
A Zaka = Z(lak)Xk
k=0

k=0

e K(X) est un K-e.v. muni des lois usuelles :

A_I_C __AD+BC
B D BD
A LA
A== —
B B

e Le corps K lui-méme est un K-e.v. : 1a loi + est celle du corps K, etlaloi - correspond alal.c.i. x :
VAeK VxeK Aex:=AXx=Ax
e Pour toutn € N*, K" est un K-e.v. muni des lois suivantes :
(X5 esXn) + (V155 9n) = (X1 + V153X +I0)
AXtyeeoyx0) = (Axg,..., Axy)

e Si E est un C-e.v,, alors E est un R-e.v. En effet, siles propriétés EV1. a EV4. sont vérifiées pour tous les
scalaires A, i € C alors elles le sont en particulier pour tous A, it € R.
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1.3 Autres espaces vectoriels

Rappel : soit n > 2 un entier. Etant donnés n ensembles A, ...,A,, on note

Al X+ XA, = {(al,...,an) \al GA],CIZ GAZ,...,GHEAn}

Proposition 14.4 (Espace produit)

Soit n > 2 un entier, Ej,...,E, des K-e.v. Alors E; X --- X E,, est un K-e.v. muni des lois suivantes :

(-xla"'7xn)+(y17"'7yn) - (x1+yla"'7xn+yn)

Ay xn) = (Axy,. .., Axy)

Il'y a un abus de notation dans la définition ci-dessus : on a noté + et - pour désigner aussi bien les lois de £y, de
Ey, (...),de E, etde E| X --- X E,. C'est une pratique quasi systématique avec les e.v. : on déduit de quelle loi il
s’agit en fonction du contexte '.

Remarque. En particulier, E" := E x --- X E estun K-e.v.
N——

n fois

Définition 14.5 (Espace KQ)

Pour tout ensemble Q, K est un K-e.v. muni des lois suivantes :

f+g: Q=K Af: Q=K
x> fx) +g(x) x> Af(x)

OnnoteraquesiA € Ketx,y € Qalorsx+youA-xn'ont pas de sens a priori. Pour autant, les fonctions f + g et
A f sont bien définies car les + et - de leur définition s’appliquent a des éléments de I’ensemble d’arrivée, cad K.

Exemple 1. En particulier, les ensembles K" et K sont des K-e.v.

Exemple 2. Pour tous a,b € R tels que a < b, 'ensemble des applications f : [a,b] — K forme un K-e.v. : c’est
I'ensemble K[“*!,

1.4 Combinaison linéaire

Définition 14.6 (Combinaison linéaire (cas fini))

Soitn € N*, x1,...,x, € E une famille de vecteurs de E. On dit qu'un vecteur x € E est une combinaison
linéaire de (xi,...,x,) si

Aexy = Aixp + -+ Ay

n
X =

k=1
avec Aq,...,4, € K.

1. C’est déja ce qu’on a fait jusqu’a présent : pour la somme A 4 B, la loi 4+ n’a pas le méme sens si A, B sont des matrices, ou des
polyndmes, ou des entiers, etc.
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Exemple 3. Le vecteur (3,—2,—5) € R? s’écrit comme une combinaison linéaire de (1,1,0) et de (0,1, 1) car
(3a_27_5): (1’1’0)+ (Oalal)

Exemple 4. Les “veeteurs” fonctions ch,sh € R¥ s’écrivent comme une combinaison linéaire des “veeteurs”

fonctions x — ¢* etde x — e * car

chx = e+ e
shx = e+ e ™
Exemple 5. Tout polynéme de degré 2
P =aX*+bX +c € K[X]
peut s’écrire comme une combinaison linéaire de 1,X, X 2.

P= X+ X+ 1

0
Remarque. On peut étendre la Définition 14.6 au cas n = 0 : on pose alors par convention Z( ) = 0g.
i=1
Autrement dit, une combinaison linéaire de n = 0 vecteur donne le vecteur nul Of.

2 Sous-espaces vectoriels

2.1 Définition-caractérisation et exemples

On rappelle que E désigne un K-e.v.

Définition 14.7 (S.e.v.)

On appelle sous-espace vectoriel de E tout ensemble F' C E qui soit stable par + et - :

Vx,yeF x+yeF et VA, x) eKxF  A«x€F

et tel que, muni des lois induites +':F — Fet':F — F,I'ensemble (F, +/, J ) est encore un e.v.

On utilisera souvent I’abréviation “F est un s.e.v. de E£”. En particulier, F admet un élément neutre pour 'addition,
0r, qui (par unicité de I’élément neutre) vérifie O = Of.

Proposition 14.8 (Caractérisation d’'un s.e.v.)

Soit F C E. Alors F est s.e.v. si et seulement si
1. F£o

2. F est stable par combinaison linéaire :

Va,p e K Vx,ye ox+ByeF

Remarque. Pour montrer que F # &, on peut notamment vérifier que Og € F (on évite d’écrire O tant qu’on
n’'a pas montré que F est au moins un groupe).
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Remarque. L'assertion 2 signifie bien que F est stable par combinaison linéaire : on a en effet

Va,B e K Vx,y € F ox+ByeF
< Vn>2 V(ll,...,},n)EKn V(xl,...,x,,)GF” x4+ +Ax, €F

Exemple 6. {0z} et E sont des s.e.v. de E, parfois appelés sous-espaces triviaux.

Exemple 7. Soitn € N. Montrer que R, [X] est un s.e.v. de R[X].

| Méthode |

Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, il suffit bien souvent de montrer qu’il s’agit d'un
s.e.v. d'un e.v. plus gros (typiquement ceux de la section 1.2).

Exemple 8. Montrer que C°(1,K) est un K-e.v.

Exemple 9. Pour toutn € N, C"(I,K) est un K-e.v.
(La démonstration est similaire : on peut montrer que ce sont des s.e.v. de K/, ou encore que ce sont des s.e.v. de
C°(1,KK), qui est aussi un K-e.v. par ce qui précede).

Exemple 10. Montrer que F = {(x,y,z) eER® |x+y+z= O} estun R-e.v.

2. Icil est un intervalle de R non vide et non singleton. On rappelle que c? (I,K) est 'ensemble des fonctions continues de I dans K.
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2.2 S.e.v. engendrés (par une partie X)

Proposition 14.9 (Intersection)

Soitn € N* et Fy,...,F, dess.e.v.de E. Alors Fi N---NF, estaussi un s.e.v. de E.

Plus généralement, si (F;);c; est une famille quelconque de s.e.v. de E, alors ﬂF, estaussiuns.e.v.de E.
iel

Démonstration. On ne prouve que la deuxiéme assertion, a savoir que ﬂF, estuns.ev.de E.
icl

Exemple 11. C*(I,K) est uns.e.v. de C°(1,KK), ou de KX : en effet C*(I,K) =
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Définition 14.10 (S.e.v. engendré par une partie)

Soit X une partie quelconque de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par X 'intersection de
tous les s.e.v. F de E qui contiennent X. C’est un s.e.v. de E qu’on note Vect(X).
Dit autrement, si on note (F;);c; la famille de tous les s.e.v. de E qui vérifient X C F;, alors

Vect(X) :=(F
icl

Attention : X est une partie quelconque de E, pas forcément un s.e.v. Par contre, Vect(X ) est un s.e.v. de E par
définition.

Proposition 14.11

Vect(X) est le plus petit (pour l'inclusion) s.e.v. de E qui contient X.
Dit autrement, pour touts.e.v. G, onaX C G = Vect(X) C G.

Exemple. Vect(@) = {Og} : en effet {Og } est un s.e.v. qui contient (forcément) &, et c’est le plus petit, car pour
tout autre s.e.v. G (qui contient forcément @), ona {0z} C G.

Proposition 14.12 (Caractérisation de Vect(X))

Vect(X) est exactement I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X :

Vect(X) = { Z),ix,-
i=1

neN, (ll,...,ln) e K", (xl,...,xn) EX"}

0
Rappel : sin = 0 dans la somme ci-dessus, alors Z( -+) := Og. Cela permet d’assurer que Vect(&) = Og.
i=1

Exemple 12. On munit C de sa structure de R-e.v.
e SiX = {1},alorsVect(X) = {A1| A € R} =R ;en particulier R est uns.e.v. de C (vu comme un R-e.v.).
e SiX = {i}, alors Vect(X) = {Ai| A € R} =iR;en particulier R est un s.e.v. de C (vu comme un R-e.v.).
e SiX ={1,i}, alors Vect(X) = {41 1 + A | 4}, A4, e R} =C.

Exemple 13. On munit C de sa structure de C-e.v.
e SiX = {1}, alors
e SiX = {i}, alors
e SiX = {0}, alors

Proposition 14.13

Soit A, B deux parties de E. SiA C B, alors Vect(A) C Vect(B).
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2.3 S.e.v. engendrés (par une famille finie)

Définition 14.14 (S.e.v. engendré par des vecteurs)

Soitn > 1l etxy,...,x, € E. On note
n
Vect(xy,...,x,) := Z?L,-x,- M,..., A, €K = Vect ({x1,...,x,})
i=1
et on I'appelle le sous-espace engendré par la famille (xj,...,x,).

Exemple 14. Dansl'e.v. K[X], ona
Vect(1,X,...,X") =
Exemple 15. Dansl'e.v. ]R3,
Vect[(1,0,0), (0,1,0)] = {A(1,0,0) + u(0,1,0) | A, u € R}

- {(QL,‘LL,O) ’ 2’7“ ER}
={(x»2) eR}|z=0}

Exemple 16. Pour tout vecteur u € E \ {Og }, on note
Ku :=Vect(u) = {Au| A € K}

On dit que Ku est une droite vectorielle
(siu = O, alors Ku = {Og } n’est pas une droite vectorielle).

Exemple 17. Dans M,(K), ona
Vect(l,) =KI, = {A, | A € K}
Cela correspond a 'ensemble des matrices scalaires, qui est donc un s.e.v.

Exemple 18. Dans M, (K), ona

i 0) (o 0 0 0

Vect . , . yeen

o »)lo o) lo .

=qM . + . ot A . Ay A €K

A 0

A
= , A, dy €K S =Dy(K)

0

En particulier, D, (K) est un s.e.v. de M,,(K).
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3 Familles génératrices, familles libres, bases

3.1 Familles génératrices (finies)

Définition 14.15 (Famille génératrice (cas fini))

Soit (g1, .. .,&,) une famille de vecteurs de E. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
o Vect(gy,...,gn) =E
e Tout vecteur x € E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de (gi,...,g,)

Lorsque c’est le cas, on dit que (g1, ..., g,) est une famille génératrice (de E).

On dit également que la famille engendre E.

Proposition 14.16 (Caractérisation pour avoir une famille génératrice (cas fini))

Soitn € N*. Une famille (gi,...,g,) € E" est génératrice si et seulement si :
n
Vxe E JA,.... A, €K x:Zligi (@)
i=1

Démonstration. On a

x € Vect(gy,...,gn) <= 3JA,...,. 4 eK x:iligi
i=1
Ainsi, I'assertion G signifie exactement : Vx € E x € Vect(gy,...,g). Cela équivaut a E C Vect(g1,...,8x)-
Linclusion réciproque est évidente. Finalement I'assertion G équivaut a E = Vect(g,...,g,). D’'otlerésultat. O
Exemple 19. Dansl'e.v. K", la famille (¢;);<;<, définie par
e1 = (1,0,0,...,0) e; =(0,1,0,...,0) e, =(0,0,...,0,1)
est une famille génératrice de K". En effet, pour tout x = (x,...,x,) € K",ona

x=x1(1,0,0,...,0) +x2(0,1,0,...,0) +-- - +x,(0,0,...,0,1)

n

Xi€j
1

1

Exemple 20. Dans le R-e.v. C, la famille (1,7) est génératrice, car pour tout z € C, il existe A, i € R tels que
z=Al+pui

il suffit de prendre A = Re(z) et 4 = Im(z).
Exemple 21. Dansl'e.v. K,[X], la famille (1,X,...,X") est génératrice par 'exemple 14.

Remarque. Attention, pour étre une famille génératrice de E, il faut que tous les vecteurs de la famille soient des
éléments de E. Ainsi, la famille (1,X,..., X" ™) nest pas génératrice de K,[X] car X" ! ¢ K, [X].
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3.2 Familles libres (finies)

Définition 14.17 (Famille libre (cas fini))

Soit n € N*. On dit qu'une famille (xj,...,x,) € E" est une famille libre si
n

i=1

V/‘L],...,ﬁ,,,EK < Aixi=0 — ()Ll,...,/ln):(o,...,())>

Sila famille (xp,...,x,) n'est pas libre, on dit que (x1,...,x,) est une famille liée. Cela signifie que
n

4

A, A eK ( Axi=0 et (11,...,)@1)7&(0,...,0))

1

ou encore )
(A1, An) €K'\ {Ogn} Z?L,-x,-zO
i=1
Sila famille (xy,...,x,) est libre, on dit également que les vecteurs xj, ..., x, sont linéairement indépendants. Si
la famille est liée, on dira que les vecteurs xi, ..., x, sont linéairement dépendants.
| Méthode |
Pour montrer qu'une famille (x,...,x,) estlibre, il faut se donner une combinaison linéaire quelconque
n
desxp,...,x,, avec des inconnues 4y,...,4, € K, puis, en supposant que cette CL est nulle, cad Z Aixi =0,
i=1
il faut montrer que A; = --- = A4, = 0.

Exemple 22. Dans le R-e.v.R?, si on pose e; = (1,0,0), e = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1), alors la famille (e}, e, e3)
est libre.

Exemple 23. Dans le R-e.v. R%, sion pose f; = (1,1,1), f» = (0,1,1) et f3 = (0,0, 1), alors la famille (11, f>, f3)
est libre.
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| Méthode |

Pour montrer qu'une famille (xy,...,x,) estliée, il suffit de trouver n scalaires Ay, ..., A, non tous nuls tels
n
que Z Aix; = 0.
i=1

Exemple 24. Dans le R-e.v. R?, si on pose u; = (1,1,0), u; = (1,0,0) et uz = (0,1,0), alors la famille (1, uy,u3)

est liée. En effet,

Exemple 25. Sion considére C comme un R-e.v. alors la famille (1,i) est libre : pour tous A;,4; € R
Ml+Ai=0 = A4 =4=0

Exemple 26. Si on considere C comme un C-e.v. alors la famille (1,7) est liée : en effet (si on pose A; =i € Cet

7(,2 =—-1€0
(M 14+Ai=) i1+(-1)i=0
Remarque.
e Siune famille (x,...,x,) contient un vecteur nul x; = 0, alors la famille est liée :

Ox; +0xp+---+0x;—1+1 x; +0xj41+---+0x,=0
~—
=0
n

Onabien Y A;x; = 0 avec une famille de n scalaires non tous nuls :
i=1

0 siij

e Une famille a un vecteur, (x), est libre si et seulement si x # 0.

1 sii=j
Ai:&',]ﬁ:{

12/23 G. Peltier



Espaces vectoriels

3.3 Caractérisations d’'une famille liée

Définition 14.18 (Vecteurs colinéaires)

Deux vecteurs x,y € E sont dits colinéaires si

JAeK (x=Ay ou y=Ax)

Attention,
(FAeK x=Ay) == (JueK y=ux)

1 1
Plus précisément, six = Ay avec A # 0, alors on peut déduire que y = Ix = uxavec U := —.

Cependant si A = 0, ce n’est pas toujours possible. Par exemple avec x = (0,0) ety = (1, 1), on a x = Oy mais on
ne peut pas avoir y = px avec i € K.

Proposition 14.19 (Caractérisation du caractére lié (2 vecteurs))

La famille (x,y) est liée si et seulement si x,y sont colinéaires.

Démonstration.

Exemple 27. On considere
u=(1,2,—-1) v=(3,6,-3)

1
Onav=3u(ouu= gv) donc u, v sont colinéaires : la famille (u,v) est liée.
Exemple 28. On considere
u:(lazv_l) W:(_za_470)
On remarque que u, w ne sont pas colinéaires, donc (u,w) est libre.

On peut généraliser la proposition 14.19 a n vecteurs de cette facon :
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Proposition 14.20 (Caractérisation d’'une famille liée (n vecteurs))

Soit n > 2. La famille (xj,...,x,) est liée si et seulement si on peut exprimer un vecteur de la famille
comme une combinaison linéaire des autres. Autrement dit,

(x1,...,x,) estliée ssi Jje[l,n] Xj € VeCt(Xy,...,Xj—1,Xj41,-- - Xn)

n
ssi Hj (S [[l,n]] 3(11,...,lj,1,1j+1,...,kn) S Kn_l Xj= Z?L,-xi
i=1

i#]j
Démonstration. Similaire a la proposition 14.19 : par exemple si
n
Xj= Z ),ix,-

=

i)
alors

AMxi 4+ Ajxjo + (= Dx+Ajpxj+ -+ Ax, =0

avec une famille de n scalaires non tous nuls (41,...,A4j_1, —1 ,4;41,...,4,). O

#0

Exemple 29. On consideére
u= (1,00 v=(0,1) w=(1,2)

Alors la famille (u,v,w) estliée carw = lu+2v.
Pourtant, on notera que ses vecteurs ne sont pas deux a deux colinéaires : les familles (u,v), (v,w) et (w,u) sont
toutes libres.

Remarque. Siune famille comporte deux vecteurs identiques, elle est liée. En effet, si on considere une famille
(u,u,x3,...,x,), alors le premier vecteur u peut s’exprimer comme une combinaison linéaires des vecteurs
suivants u,x3, ..., X, :

u=1u+0x34---+0x,

3.4 Propriétés des familles libres et génératrices

Remarque. Le caractére libre, lié ou générateur d'une famille ne dépend pas de I'ordre des vecteurs de la famille.

Définition 14.21 |

Si F est une famille de vecteurs, on dit que :
1. G estune sur-famille de F si on obtient G a partir de F en lui ajoutant zéro, un ou plusieurs vecteurs.

2. & est une sous-famille de F si F est une sur-famille de £.

Exemple 30. Dans C, la famille G = (1,1, j) est une sur-famille de (1,i) et de (7, j), mais ce n’est pas une sur-
famille de (1,2i).
Les sous-familles de F = (1,i) sont (1,i), (1), (i) et la famille vide.
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Théoréme 14.22 |

1. Toute sur-famille d'une famille génératrice est génératrice.
2. Toute sur-famille d’'une famille liée est liée.

3. Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

Démonstration. On considere la premieére assertion. Soit (x, .. .,x,) une famille génératrice ety € E. On va se
contenter de montrer que (xy,...,x,,y) est génératrice.
Soit x € E. Montrons que x € Vect(xi,...,X,,y). Comme (xi,...,x,) est génératrice, on a x € Vect(xy,...,x,), donc

-

I
—_

n
A, eK x=) Ax; - AL, A €K x:Zlixi—i—Oy
i=1

donc x € Vect(xy,...,x,,y). Par arbitraire sur x, (x,...,X,,y) est génératrice.

3.5 Bases (cas fini)

Définition 14.23 (Non officiel : décomposition selon une famille)

Soit (x,...,%,) une famille de vecteurs de E. On dit qu'un vecteur x € E est décomposable selon
(x1,...,%,) six € Vect(xy,...,x,), cad si

n
H)L],...,;LnEK XZZ;L,'X,‘
i=1

Toute famille (44,...,4,) qui vérifie cela est appelée une décomposition de x selon (x,...,x;,).

Exemple 31. Siu = (1,0),v=(0,1) etw = (1,1), alors le vecteur x = (—2,3) est décomposable selon (u,v,w) :
x:(_2’3): (170)+ (071)+ (171)
On voit que x admet plusieurs décompositions différentes : il n'y a pas forcément unicité de la décomposition.

Exemple 32. Siu = (1,0,0) etv=(0,1,0), alors le vecteur x = (0,0, 3) n’est pas décomposable selon (u,v) : si
c’était le cas, on en déduirait facilement une contradiction.
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Lemme 14.24 (Unicité de la décomposition pour une famille libre)

Soit (x1,...,x,) une famille libre. Alors pour tous scalaires (A;);<;<, €t (L) 1<i<n,

Z;Lixi: Z/.Lix,- = Vie [[1,1’1]] Ai = W
il i—1

Démonstration. En effet,

HM:

Zu,xl o Zn’,l Hi)xi =0

= (M WiyeoosAy—Uy) =0 car(xp,...,x,) estlibre
— VlG[[l,n]] Ai:ui

Définition 14.25 (Base)

On dit que (ey,...,e,) estune base (de E) si (e, .. .,e,) est libre ET génératrice.
Soit (eq,...,e,) une famille de E.
‘ (e1,...,ey) est génératrice <= Tout vecteur x € E est décomposable selon (ey, ..., e,)

‘ (e1,...,ey) estlibre <= Vx € E, SIxestdécomposable selon (ey,...,e,), ALORS la décomposition est unique ‘

‘ (e1,...,e,) estune base <= Tout vecteur x € E est décomposable selon (ey,...,e,) ET cette décomposition est unique ‘

Dit autrement (avec les termes officiels) :

| Théoréme 14.26 |
Soit (ey,...,e,) une famille dans E.
1. (ey,...,e,) est génératrice si pour toutx € E,
n
3(11,...,7@!)6K” XZZA,'EZ'
i=1
2. (ey,...,ey) estlibre si, pour tout x € E tel que I'assertion ci-dessus soit vraie, le n-uplet (4;,...,4,)
est unique.
3. (ey,...,e,) estune base si pour tout x € E,
n
B ) €KY x=Y A
i=1
Si (A1,...,4,) est ('unique) n-uplet qui vérifie cette assertion, les scalaires 4y, ..., A, sont appelés
les coordonnées de x dans la base (ey,...,e,).
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Remarque. Attention ! Pour un vecteur x € E, on notera souvent xp,...,x, ses coordonnées dans une base
donnée. Dans ce cas x1, . .., X, jouent le role des scalaires A1, ..., A, du théoréme ci-dessus.
Exemple 33 (trés important!). La famille B = (ey,...,e,), avec

e; =(1,0,0,...,0) ex =(0,1,0,...,0) e, =(0,0,...,0,1)

est une base de K" appelée base canonique de K”. Si

x=(x1,...,x,) €K"

n
alorsx=xje; +---+x,e, = inei. Autrement dit, les scalaires x, . . ., x; sont les coordonnées de x dans la base
i=1
canonique (ey,...,ey).

Exemple 34. La famille (X*)y<;<, est une base de K,[X]. En effet, on a vu au chapitre sur les polyndmes que
tout P € K,,[X] s’écrit de maniere unique comme

n
P=Y X" =apX"+a; X'+ +a,X"
k=0

Les scalaires ay, . . . , a, sont ainsi les coordonnées de P dans la base (X k)()gkgn.

4 Somme de s.e.v.

4.1 Définition et exemples

Proposition 14.27 (S.e.v. F + G)

Soit F, G deux s.e.v. de E. On pose (rappel)

F+G:={y+z|yeF,zcG}
={x€E|peF IxgeG x=xp+xc}

Alors F + G est un s.e.v. de E appelé somme de F et de G.

Dit autrement, F + G est I'ensemble des vecteurs qui peuvent se décomposer en la somme d’'un vecteur de F et
d’un vecteur de G, et cet ensemble est un s.e.v.

R = Vect(1)
iR = Vect(i)

Exemple 35. Sion voit C comme un R-e.v,, alors on a vu que { donc R et iR sont bien des s.e.v. et

R+iR=C
(qui est bien un s.e.v. de C).

Remarque. ATTENTION ! F + G # F UG. En général, F UG n’est méme pas un s.e.v.
En utilisant 'exemple ci-dessus, RUIR n’est pas un s.e.v. : 1,i sont des éléments de R UiR mais 1 +i ¢ RUIR.
Donc + n’est pas une l.c.i. sur RUR.
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Exemple 36. Dans R?, on considere
Fri={(xy2) [x+y+z=0} et F:={(xyz)|x=y=2z}

alors F|,F> sontdess.ev.et F| + F, = R3.

Proposition 14.28

Soit F, G deux s.e.v. de E. Le s.e.v. F + G est le plus petit s.e.v. contenant F et G, cad F + G = Vect(F UG).

Remarque. On montre facilement que

F+G=G+F F+{0}=F

4.2 Somme directe de s.e.v.

Définition 14.29 |

Soit F, G deux s.e.v. Par définition,
VxeF+G  3(xp,xg) EFXG  x=xp+xg

On dit que F, G sont en somme directe si, pour tout x € F + G, la décomposition de x en xr + xg est
unique. Autrement dit, si

Vxe F+G N(xp,xg) EFXG  x=xp+xg

Lorsque F, G sont en somme directe, on note F @ G leur somme au lieu de F 4 G.
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Proposition 14.30

Soit F, G deux s.e.v. de E. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. F et G sont en somme directe.
2. FNG=1{0}.

Démonstration. Montrons 1 = 2. Soitx € F N G. Alors on peut écrire deux décompositions de x :

x=_x +_ 0
eF eG

x= 0 + x
~
eF eG

Comme F, G sont en somme directe, la décomposition de x est unique. Ainsix = 0. Ainsi F NG C {0} et 'autre
inclusion est évidente.

Montrons 2 = 1. Soitx € F 4+ G. Supposons que x admette deux décompositions

X =XF+XG
X=Yr+Yyc
Alors
0=x—x=(xr —yr)+ (x¢ —y5)
Et donc
XF —YF =YG —XG
—— =
eF eG

Ainsi, xp —yp € FNG. Or, FNG = {0}. Donc xp — yr = 0 = yg — x¢. Par suite, xp = yr et xg = yg. [l y adonc
unicité de la décomposition de x. Par arbitraire sur x, F, G sont en somme directe. O

4.3 S.e.v. supplémentaires

Définition 14.31 |

Si F & G = E, on dit que F, G sont des s.e.v. supplémentaires (de E).
On dit également que G est un supplémentaire de F'.

Proposition 14.32

Soit F, G deux s.e.v. de E. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
. F&6G=E
2. F+tG=EetFNG={0}

3. Tout élément de E se décompose de maniere unique en la somme d’'un élément de F et d'un
élément de G :
VxeE N(xp,xg) EFXG  x=xp+xg

Exemple 37. Dans R3 ,les s.e.v.

F={(xy2)|x+y+z=0} et F:={(xy)|x=y=2}
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sont supplémentaires : F; & F, = R>.

Exemple 38. Dans C vu comme un R-e.v.,ona C =R ®iR.

Remarque. Un s.e.v. F peut avoir plusieurs supplémentaires : par exemple C = R @ jR.
Attention a ne pas confondre supplémentaire et complémentaire : F n’est jamais un s.e.v. car 0 ¢ F°.

5 Familles infinies

5.1 Combinaisons linéaires d’une famille (finie ou infinie)

Définition 14.33 (Famille presque nulle)

Soit (A;)ier € K’ une famille de scalaires indexée par un ensemble / (fini ou infini).
e On appelle support des (4;);c; 'ensemble des indices j € I tels que A; # 0, cad S = {j € I | 1; # 0}.
e On dit que la famille (A4;);c; est presque nulle si son support est fini, et on note alors

(Ai)ier € K®

Autrement dit, une famille (4;);c; est presque nulle si elle ne possede qu'un nombre fini d’éléments non nuls.

Remarque. Si/ est fini, alors KO = !,

Définition 14.34 (Combinaison linéaire (cas général))

Soit (x;);e; une famille (possiblement infinie) de vecteurs de E. On dit qu'un vecteur x € E est une
combinaison linéaire des (x;);e; si

H(Ai)ieleK(l) x:Zl,-xl-: lexj—i—O

i€l jes

ou S désigne le support de (4;);e;.

Autrement dit, x est combinaison linéaire des (x;);c; si on peut choisir une sous-famille finie (x;) jes de (x;)ics et
exprimer x comme une combinaison linéaire des (x;) jes.
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n
Exemple 39. Tout polynéme P = Z arX* peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la famille (infinie)
k=0
de polynomes (X*)en

P= X"+  Xx"P4 X"+ X+ 1

5.2 S.e.v. engendré par une famille (finie ou infinie)

Définition 14.35 (S.e.v. engendré par une famille (cas général))

Si (x;)ies est une famille (possiblement infinie) de vecteurs de E, alors on note

Vect(x,-),-el = {Zl,-x,-

i€l

(Ai)ier € ]K(I)} = Vect ({x;|icI})

et on 'appelle le sous-espace engendré par la famille (x;) ;.

Comme dans le cas fini, Vect(x;);c; est 'ensemble des vecteurs qui s'écrivent comme une combinaison linéaire
des (x,‘),‘el‘

Exemple 40. Dansl'e.v. K[X],
Vect(sz)keN =

5.3 Famille génératrice (finie ou infinie)

Définition 14.36 (Famille génératrice (cas général))

Soit (g;)ie; une famille (finie ou infinie) de vecteurs de E. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
. Vect(g,-),-g =E
e Tout vecteur x € E peut s'écrire comme une combinaison linéaire des (g;)ics

Lorsque C’est le cas, on dit que (g;);c; est une famille génératrice (de E).

Proposition 14.37 (Caractérisation pour avoir une famille génératrice (cas général))

Une famille (g;);c; est génératrice si et seulement si :

Vx€eE 3(%) € K(I) X = Z),igi

icl

Exemple 41. Dans I'e.v. K[X], la famille (X*);cy est génératrice de K[X]. En effet, pour tout polynéme P =

n sik <
Z aX* € K[X], on pose la famille presque nulle A := U o " et dans ce cas on a bien
=0 0 sik>n
P=Y nx*
keN
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Exemple 42. Soit o € KK. Alors la famille ((X — a)¥);cw est génératrice de K[X]. En effet, pour tout polynome
n

P= Z aiX* € K[X], comme deg P < n, on a par la formule de Taylor
k=0

(k)

n plt PO (a)

Px)=Y " kga) X—a)'=Y MX-a)  avec :={ &
k=0 ' keN 0 sik>n

sik<n

La famille (A )ien est bien presque nulle : P s’écrit donc comme une combinaison linéaire des (X — o)%)en.

5.4 Famille libre (finie ou infinie)

Définition 14.38 (Famille libre (cas général))

Soit (e;);c; une famille (finie ou infinie) de vecteurs de E. On dit que (e;);<; est une famille libre si

V()L,‘),'g] & K(I) Zliei =0 — (Vi el l,' = 0)

i€l

Pour I'exemple qui suit, on rappelle que pour tout ensemble A C R, on note

I4:R—=R
1 sixeA
X
0 six¢A
Exemple 43. On se place sur le R-e.v. C°(R). Montrons que la famille (1 0,4 JkeN est libre. Soit (A4 )ren une famille
presque nulle telle que

Z Al =0

keN

et montrons que chaque A est nul.
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5.5 Base (finie ou infinie)

Définition 14.39 (Base (cas général))

Soit (e;);er une famille (finie ou infinie) de vecteurs de E. On dit que (e;);c; est une base (de E) si (e;)er
est une famille génératrice et libre.

Proposition 14.40

Une famille (¢;);c; est une base de E si et seulement si

VxeE (Aj)l‘e[ € K(l) X = Z?Lie,-

icl

Les scalaires (4;);c; sont appelés les coordonnées de x dans la base (¢;)e;.

Autrement dit, tout vecteur de E se décompose selon un nombre fini de vecteurs de la famille (¢;);c, et I'écriture
de cette décomposition est unique.

Exemple 44. La famille (X*).cy est une base de K[X], appelée base canonique.

Exemple 45. Lexemple 42 montre que la famille (X — a)¥)zcy est génératrice de K[X].

6 Compléments : algebre (hors-programme)

Définition 14.41 (Non officiel : algébre)

On dit que (A, +,+, x) est une K-algebre si :
1. (A, +,+) estun K-e.v.
2. (A,+, x) est un anneau.
3. Laloi x vérifie :
VAeK Vx,ye A A-(xxy)=(Ax)xy=xx(1+y)

Side plus (A, +, x) est un anneau commutatif, on dira que (A, +,+, x) est une K-algebre commutative.

La notion de K-algebre est en fait plus générale : la définition ci-dessus est celle d'une K-algebre unifere
associative. On parlera cependant de “K-algebre” pour faire plus court.

On verra dans un chapitre ultérieur que la troisieme propriété (couplée a la distributivité) signifie que I'applica-
tion suivante est bilinéaire :
x: A=A
(x,y) > x Xy
Exemple 46.
o K, KX KN K® K[X], K(X) sont toutes des K-algébres commutatives.

e M, (K) est une K-algebre non commutative.

e M, ,(K) avecn # p n'est pas une K-algebre car ce n’est pas un anneau.
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